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تجرييية و ریاضیات الر یاضیات الارسال 1 


النشاط1 : 
نعتبر الدالة f‏ المعرفة على }0{ - [] كمايلي : 
2x + 3‏ 
x] =‏ . 
πο...‏ 
1( أكمل الجدول الاتي : 
"10 10 10 ?10 : 


2( بين أنه من أجل كل عدد حقيقي × غير معدوم فان : 

3 

. x)=2+— 

f(=)=2+ >‏ 
3 بين أنه 3 كان 10 < x‏ فان : 2<f(x)<2+10°‏ 
4( ما هو تخمينك حول lim f (x)‏ 
5( أكمل الجدول الاتي : 
x 0,0000001 | 0,00000001 | 0,000000001‏ 
f(x)‏ 


6( بين أنه إذا كان 10° > x‏ فان : 243.10 < f(x)‏ 


7( أكمل الجدول الاتي : 
x -0,9997 | -0,9998 | -0,9999‏ 


f(x) 
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3 16 تجريبية و ریاضیات الریاضیات الارسال 1 
-δ‏ بين أنه }1 كان : χ»-107‏ فان :2-3۰10 € f(x)‏ 
9- ما هو تخمينك حول : lim f (x) 3 lim f (x)‏ 

الحل : 
Quasi -1‏ الجدول : 

10’ 10’ 10° 10” 
f(x) 2,03 | 2,0003 |2,00000003 | 2,000000003 


وبالتالي : 3 +2 () ۶ 


ولدینا 10 < × ومنه —— 
وعليه : 24107« +2 ومنه : "2+10 > f(x)‏ 
X‏ 


.2 >f )×( > 2+10" : οὐ 

lim f (x) - 2 : لدینا المخمنة التالية‎ -4 

: إكمال الجدول‎ -5 
x 0,0000001 | 0,00000001 | 0,000000001 
f(x)| 30000002 | 300000002 | 3000000002 
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3 ثاذ تجرييية و ریاضیات ^^ الریاضیات الارسال 1 

6- نبين أنه إذا كان: "10 > x‏ فإن: ”10. 2+3 < f(x)‏ . 

1 1 ۲ à 

إذا کان: "10 > x‏ فان : — 2 — ومنه : 23.10 B‏ 
x 10‏ 


وعلیه: "3.10 +2 < 2 +2 وبالتالي: 243.10 < f(x)‏ 
7- إكمال الجدول : 

x -0,9997 -0,9998 -0,9999 
f (x) | -1,00090027 | -1,00060012 | -1,00030003 


8- نبین أنه إذا کان: x2-10°‏ فان: 2-3.10 < f(x)‏ . 
لن :3.10 < > 
x 10‏ 


وعلیه: 3.10 -2 > 2+3 وبالتالي : 2-3.10 > f(x)‏ 


إذا کان: 2-107 x‏ فان : 


D التخمی‎ —9 
lim f (x) = +o ۰ lm f (x) =- 
: 2 النشاط‎ 
: المعرفة على [] كمايلي‎ f تعتبر الدالة‎ 
f(x) = -x +1 : x <1 من أجل‎ 


f (x) =x +1 :× < 1 و من أجل‎ 

1- عين مجموعة تعريف الدالة ‏ 

f (1) آحسب‎ -2 

3- آنشی التمثیل البياني pake (C)‏ 

4- ماذا تلاحظ على المنحنی (C)‏ عند ذات الفاصلة 1 ؟ 
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3 16 تجريبية و ریاضیات الریاضیات الارسال 1 
5- ماذا تلاحظ على المنحنی (C)‏ على كل من المجالین : 
+f 3 Ί-οο : 1‏ : 1[ 
الحل : 
1- مجموعة تعریف f Alla‏ هي . O‏ 
2- حساب f(1)‏ : 2-<21+1 (1) 1 
3- إنشاء (C)‏ : 


4- نلاحظ أن المنحنی (C)‏ متقطع عند النقطة ذات الفاصلة 1 . 

5- نلاحظ أن (C)‏ خط μὲ‏ متقطع على المجال ]+ : 1[ وکذلك خط 
غير متقطع على المجال ]1 : -[ . 

ونقول أن الدالة f‏ مستمرة على کل من المجالین ]1 : -[ و 

.[1 : +f 

النشاط 3 : 

إليك التمثيل البياني لدالة f‏ . 
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3 ثاذ تجريبية و ریاضیات — الریاضیات الارسال 1 


1- ما هي مجموعة تعريف الدالة ]. 

2- ما هو عدد حلول المعادلة 0 - f(x)‏ مع حصر كل حل في مجال 
من الشكل Jas b[‏ . ما هي إشارة كل من f (a)‏ و f(b)‏ . 

3- ما هو عدد حلول f(x)22 Aul‏ 

ماهي المخمنات التي تستنتجها ؟ 

الحل : 

f Alla )1‏ معرفة على المجال ]4 ؛ 5-[ 

2( عدد حلول المعادلة 0 < f(x)‏ : 

OX, 4X, حلین‎ f(x) = 0 للمعادلة‎ 

x, € 1-5 : 4 و‎ x, € [1 : 2] às 

f(2)«0 و‎  )1( < 0 : ولدینا‎ 
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3 ثاذ تجريبية و رياضيات ‏ الریاضیات الارسال 1 
f(55) < 0 : ais‏ و 0< (4ه)/ 
3) عدد حلول المعادلة 22 f(x)‏ 

للمعادلة : 22 f(x)‏ 4۰ حلول. 
المخمنات : 
1 إذا كانت f‏ دالة مستمرة و رتيبة تماما على مجال [a : b]‏ وكان 
f (a) ./ (b) > 0‏ فانه یوجد عدد وحید × بحیث 0= f(x,)‏ و 
x, € ]2: |‏ 
2( 13 كانت f‏ دالة مستمرة على مجال [a : b]‏ فانه من أجل کل عدد © 
محصور بين f (a)‏ و f (b)‏ یوجد على الأقل x, Me‏ بحیث 
x, € ja:b[‏ 
و f(x) Ξε‏ 
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تجريبية و رباضات الر ω ον‏ الارسال 1 


1 - نهاية دالة عند مب أو —oo‏ : 

تعريف 1 : 

القول أن نهاية الدالة f‏ عند ممب هي + يعني أنه من أجل كل عدد 
حقيقي موجب تماما ۸ ۰ يوجد على الأقل عدد حقيقي موجب تماما B‏ 
بحيث : إذا كان : 8 < × Γ(4) ΣΑ ox‏ 

limf =+ αὶ lim f (x) =+% ونکتب‎ 

تعریف 2 : 

القول أن نهاية الدالة f‏ عند ممب هي مم يعني أن 

lim f (x) = : ونکتب‎ [π|-γ(α}} =+ 

تعریف 3 : 

القول أن نهاية الدالة f‏ عند هم هي ”+ يعني أنه من أجل کل عدد 
حقيقي موجب تماما ۸ ۰ یوجد على الأقل عدد حقيقي موجب تماما B‏ 
بحیث 3 كان x «-B‏ یکون ۸ < f(x)‏ 

lim f (x) = +0 نتب‎ 

تعریف 4 : 

نقول عن دالة f‏ آنها AUS‏ نحو —oo‏ عندما یتناهی <نحو مم 
إذا كانت lim |-f(x)]  :‏ 


lim f (x) =-0 : ونکتب‎ 
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3 ثاذ تجريبية و ریاضیات الریاضیات الارسال 1 
تعريف 5 : 
القول أن نهاية الدالة f‏ عند 0+ هي 4 يعني أنه من أجل كل عدد 
حقيقي موجب تماما © ۰ يوجد على الأقل axe‏ حقيقي موجب تماما B‏ 
بحيث : إذا كان 8 < × يكون » > ۸ - (د)/ا > 0 


lim f(x) - 6 τῶ. 


تعریف 6 : 

القول أن نهاية الدالة f‏ عند هم هي 4 يعني أنه من أجل کل عدد 
حقيقي موجب تماما e‏ یوجد على الأقل axe‏ حقيقي موجب تماما B‏ 
بحيث : إذا كان x «-B‏ یکون |f (x) - / <e‏ > 0 


ο” 


ملاحظات : 
ο‏ يمكن الحصول على بقية التعاریف بنفس الطريقة 
lim f (x) =+0 «< limf(x)=-%‏ 


Χ-}λῃ Χ-}λῃ 
x< 70 1».0 


xeh,-a;x|oul;a-x| : تعني‎ x-x|«ae 
f(x) e 6: + 6] : تعني‎ 0 > f(x) -4 
(-οο) أو عند )0+( أو عند‎ x, عددية نهاية عند‎ Alla إذا قبلت‎ ο 


> 0 © 


فان هذه النهاية وحيدة. 
2- نهاية دالة عند xe‏ حقيقي ,× : 
تعرف 1 : 
القول أن نهاية الدالة f‏ عند ,دهي 4 يعني أنه من أجل کل عدد حقيقي 
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3 ثاذ تجرييية و ریاضیات ^^ الرياضيات الارسال 1 


موجب تماما 6 يوجد على الأقل عدد حقيقي موجب تماما 0 بحيث : 
إذا كان x - αι) «a‏ > 0 يكون : f(x)-4 <e‏ > 0 . 


تعريف 2 : 

القول أن نهاية الدالة [ عند x,‏ بقيم أكبر هي + يعني أنه من أجل 
كل عدد موجب تماما A‏ يوجد على الأقل عدد حقيقي موجب تماما 
بحیث : إذا كان x, «a‏ - ×> 0 یکون f (x) ΣΑ‏ 

lim f(x) = +0 : ونکتب‎ 


xX9 
<0 


تعريف 3 : 

ὁ οὐ!‏ أن نهاية الدالة f.‏ عند ,× بقيم أصغر هي ۰0- يعني أنه من أجل 
كل عدد حقيقي موجب تماما ۸ ۰ يوجد على الأقل عدد حقيقي موجب 
تماما 0 بحيث : إذا كان ,0 > f(x) > - A os 0 «x, -x‏ 
ونکتب : ە- = lim f (x)‏ 


(20 
x«xo 


3- مبرهنات أولية على النهایات : 

روع دالتان عددیتان . ,×, ۸ , 7 أعداد حقيقية. 

نقبل دون برهان . النتانج التالبة المعطاة على شكل جدول. 
أ- نهاية المجموع : 


(ذا كانت : وکانت : فان : 
ντ.‏ | ۵+ 
1 4 6 + 1 
£ 00+ معد 
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3 ثاذ ببية و رباضات الریاضیات الارسال 1 
zx ۳ /‏ 
too +00‏ شيعه 
S ۳۷‏ —- 
E‏ حالة عدم التعیین 
ب- نهاية الجداء : 
إذا كانت : وكانت : فإن : 
lim(fxgx) | [πεία) lim f (x)‏ 
£x {’ ۸ 7‏ 
EE ure +0‏ 
-Foo 0‏ أو مم حاله عدم التعیین 
ج- نهاية المقلوب : 
إذا كانت : lim f(x)‏ فان lim 8 (x)‏ 
1 
£ / 
0+ : 
مم : 
το 0: (f(x) < 9)‏ 
(fo) > 0(‏ ;0 مه 
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i5 3‏ تجريبية و رياضيات الرياضيات الارسال 1 


د- نهاية حاصل القسمة : 


ΤΠ 
و‎ πη 

ثم نستعمل المبرهنات المتعطقة بالضرب و بالمقلوب 

ه- نهاية الدالة الجذر الترييعي : 

Alla f‏ عددية موجبة و / عدد حقيقي موجب 

lim f(x) فان‎ lim f (x) : (ذا كانت‎ 


χ-}λῃ 21 (0 


J£ / 


00+ 00+ 
د - نهاية مركب دالتان عددیتان : 


lim f (x) =b حقيقية . إذا كانت‎ saei c, b,a 
lim (gof (x) - © : فان‎ lim g (x) = c وکانت‎ 
ملاحظة:‎ 
تبقی المبرهنات السابقة صحيحة من أجل‎ 
. x أو سی‎ x ——9 +0 
: النهایات بالمقارنة‎ -4 
. 1 دوال عددية لمتغیر حقيقي × معرفة على مجموعة‎ h, g, f 
مبرهنة 1: (الحد من الأسفل)‎ 
g(x) > f (x) : 1 إذا كان من أجل كل عنصر من‎ 
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3 ثاذ تجريبية و رباضیات الریاضیات الارسال 1 
وکانت ۵0+ = lim g(x)‏ فان += lim f (x)‏ 
مبرهنة 2: (الحد من الأعلى) 
إذا كان من أجل كل عنصر f(x) > g(x) : Len x‏ 
وکانت lim g(x) = -οο‏ فان 0-= lim f (x)‏ 
إذا كان من أجل کل عنصر g(x) € f(x) < h(x) : Yen x‏ 
وکانت / = lim g(x) - limh(x)‏ فان : lim f (x) =l‏ 
ملاحظة : 


تبقى المبرهنات السابقة صحيحة من أجل x — +o‏ أو - ج .X‏ 


5- نهاية بعض الدوال المألوفة : 

أ- الدالة كثيرة الحدود : 

نهاية کثیرة حدود عند )0+( أو عند (-)هي نهاية حده الأعلى درجة 
عند )0+( أو عند (مم) . 

ب- الدالة الناطقة : 

نهاية دالة ناطقة عند )0+( أو (-οο)‏ هي نهاية حاصل قسمة الحد 
الأعلى درجة في البسط على الحد الأعلى درجة في المقام . 

6- النهایات و السلوك التقاربي : 

[- الفرع اللانهائي : 

(C)‏ التمثیل البياني لدالة في مستو مزود بمعلم متعامد متجانس 
M(x ;y) (ο: 1,3)‏ نقطة متغيرة من (ο)‏ 
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3 ثاذ تجريبية و رياضيات الریاضیات الارسال 1 
عندما يمكننا جعل || أو || كبير جدا بالقدر الذي نريده نقول إن 
للمنحنى ( )فرعا لانهانیا . 

ب- المستقيمات المقاربة و الفروع المكافئة : 
(a‏ | كانت : 0+ = lim f (x) --οο οἱ lim f (x)‏ فإن : 
التمثيل البياني()) للدالة یقبل مستقیما مقاربا معادلته: ,× = ع . 
(p‏ إذا كانت : ,نح lim f (x) =y, 9 lim f (x)‏ 
فان التمثیل البياني (ΟῚ‏ للدالة ais f‏ مستقیما مقاربا معادلته : 
< 7 . 
(y‏ ذا كانت + = lim f (x)|‏ 


P sd 


X—-—0 


lim f(x) =+% أو‎ 


e‏ ذا كانت 0- (*) 7 (C) : lim‏ یقبل فرعا مكافنا باتجاه 


محور الفواصل. 
lim f(x)‏ 


[x| مب‎ X 


۰ إذا كانت + = 


: (©)يقبل فرعا مکافتا باتجاه 
محور التراتیب . 


lim [/) ax] =+ و‎ lim (® إذا كانت ۾‎ o 


|x|->+0 [x| 2 


حیث ἃ‏ عدد حقيقي ثابت فان : 
(C)‏ یقبل فرعا مکافتا باتجاه المستقیم الذي معادلته : max‏ ۲ . 


lim [/() ax] - s lim f) ca إذا كانت‎ o 


|| ممدجادا ممبج‎ X 
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3 ثاذ تجريبية و رياضيات الریاضیات الارسال 1 
حيث bya‏ عددان حقيقيان فان : 

. y=ax +b : يقبل مستقيما مقاربا مائلا معادلته‎ (C) 
: ملاحظة‎ 
. (051,3) تمثيلها البياني في معلم‎ (C) دالة عددية‎ 

(A)‏ مستقيم معادلته : y =ar +b‏ يكون (A)‏ مستقيما مائلا 
للمنحنى (C)‏ إذا وفقط 13 كان : 20 | ( + lim | f (x) - (ax‏ 


ممدجاد| 


LL] 
: الاستمرارية‎ - TI 
. ×, عند قيمة‎ Alla استمرارية‎ -1 
وغير خال. تکون‎ x, یشمل‎ I عددية معرفة على مجال مفتوح‎ Alla f 
lim f (x) =f (x) : إذا وفقط )13 كانت‎ x, الدالة أ مستمرة عند‎ 
: أمثلة‎ 
. 4 مستمرة عند‎ X جم‎ × - 4 : f الدالة‎ ο 

لأن الدالة f‏ معرفة على [] ولدینا : )4( /- 20 lim f (x)‏ 


e‏ الدالة : x‏ جم × غير مستمرة عند 0 لأنها μὲ‏ معرفة على 
مجال مفتوح یشمل 0 . حیث آنها معرفة على ]+ : 0] . 


Te [x] : دالة الجزء الصحیح‎ e 
وهي الدالة التي ترفق بکل عدد حقيقي جزءه الصحیح‎ 
]-3,5[ - 4 , ]1,78[ =1 , [65] =0 : فثلا‎ 


أي [x] το‏ يرمز إلى الجزء الصحیح للعدد الحقيقي ‏ . 
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3 ثاذ تجريبية و رياضيات ‏ الریاضیات الارسال 1 
هذه الدالة غير مستمرة عند العدد 4 مثلا . 

[x] =3 : فان‎ x إن من أجل : ]4 : 3]ء‎ οὐ 

من أجل : |5 x e[4;‏ فان : 4= [x]‏ 
وعلیه : pres‏ 3 4 
ومنه نهاية الدالة [x]‏ جا x‏ عندما یتناهی × نحو 4 غير موجودة 
لأنها غير وحيدة . 
2- استمرارية دالة عند عدد X,‏ من اليمين 
Alla f‏ عددية معرفة على مجال من الشکل |ه + ται‏ ,* | حیث 2 عدد 
حقيقي موجب تماما. 
تکون الدالة f‏ مستمرة عند ,× من اليمين إذا وفقط إذا كانت : 
lim f(x) =f (x)‏ 


3- استمرارية دالة عند عدد ,دمن الیسار : 

All f‏ عددية معرفة على مجال من الشکل : | ,× : ۵ - مت 

حیث a‏ عدد حقيقي موجب تماما. 

تکون الدالة f‏ مستمرة عند ,× من الیسار إذا وفقط إذا كانت : 
lim f (x) =f (x,)‏ 


0 


أمثلة : 
e‏ الدالة Xx‏ جم × مستمرة عند 0 من اليمين لأنها معرفة على 
]8:9[ و )0( lim f(x) =0= f‏ 
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3 16 تجريبية و ریاضیات الریاضیات الارسال 1 

e‏ الدالة ‏ - ۰/5 جم X‏ مستمرة عند 5 من الیسار لأنها معرفة على 
lin f (x) =0= /)5( 5 ]e:s]‏ 

o‏ دالة الجزء الصحيح : [x]‏ جا x‏ مستمرة عند 4 من اليمين لأنها 
معرفة على المجال ]5 ؛ I4‏ مثلا و 4= [4] = lim[x]‏ 

0 الدالة : [×] جا × مستمرة عند العدد 0 من اليمين وعند العدد‎ e 
im f (x) = Emx =0 = |0| =f (0) : οὐ من اليسار‎ 
lin f(x) - ἅπ(-α) -0- | -/(0) : ais, 

ملاحظات : 

×, 61, : فان‎ x, إذا كانت رمستمرة عند‎ e 

e‏ تکون الدالة f‏ مستمرة عند عدد y,‏ إذا وفقط إذا كانت مستمرة 
عند ,× على اليمين و على الیسار . 

4- استمرارية دالة علی مجال : 

1 مجال مفتوح من الشکل : b[‏ : 2[ أو ]ط : -] أو مب Jas‏ . 
Alla f‏ عددية معرفة على I‏ . 

e‏ تکون الدالة f‏ مستمرة على 1 إذا وفقط إذا كانت مستمرة عند كل 
قيمة ,× من 1 . 

e‏ تکون الدالة f‏ مستمرة على المجال المغلق [a : b]‏ 13 وفقط إذا 

كانت : - مستمرة على المجال المفتوح ]9 Ία:‏ 

- مستمرة عند a‏ على اليمين 
- مستمرة عند 0 على الیسار 
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3 ثاذ تجريبية و ریاضیات الریاضیات الارسال 1 
e‏ تكون الدالة f‏ مستمرة على المجال |8 : [a‏ إذا وفقط إذا كانت 
مستمرة على Ja; b[‏ و كانت مستمرة عند a‏ على اليمين . 
e‏ تكون f Aat‏ مستمرة على المجال Ja ; b]‏ إذا وفقط إذا كانت 
مستمرة على Ja; b[‏ و كانت مستمرة عند Ὁ‏ على اليسار . 


أمثلة : 

1) الدالة : 1 - × جا x‏ مستمرة على [] . 

2( الدالتان cosx‏ جام x‏ و sinr‏ جام x‏ مستمرتان على [] . 
3( الدالة Vx‏ جم x‏ مستمرة على ]+ : 0] 

4( الدالة αἱ‏ جم x‏ مستمرة على [] . 


ملاحظات : 

1 إذا كانت Alla f‏ مستمرة على مجال E‏ فان : Ic D,‏ . 

2( إذا كانت f‏ دالة مستمرة على المجال [a : b]‏ فان تمثيلها البياني 
هو خط غير منقطع ‏ بدايته النقطة ذات الفاصلة ‏ و نهايته النقطة ذات 
الفاصلة .b‏ 


5- تمديد Alla‏ بالاستمرار : 


,× عدد حقيقي. 1 مجال من ][ يشمل ,× . 

. 1- {αι} عددية معرفة عند ,× و مستمرة عند كل قيمة من‎ All f 
: نهاية ۸ عند ,× فان الدالة ع المعرفة كما يلي‎ f إذا قبلت الدالة‎ 
g(x,) =4 3 g(x) =f (x) : et- {χι) من أجل‎ 

تسمی امتداد الدالة f‏ بالاستمرار عند ,× . 
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مثال : 
الدالة ع المعرفة بالعبارة : 


g(0)-1 : g(r) = τα #0 من أجل‎ 


sin x 


هي امتداد للدالة f‏ حیث : f(x)-‏ بالاستمرار عند 0 . 


6- مبرهنات علی الدوال المستمرة : 

fe‏ وع دالتان عددیتان » / عدد حقيقي. 
إذا كانت 4 - lim f (x)‏ وکانت g‏ مستمرة عند ۸ فان : 
lim g | f (x)] =8(£)‏ . 

e‏ “رو ع دالتان . إذا كانت f‏ مستمرة عند عدد x,‏ و كانت ع مستمرة 
عند f(x.)‏ فان الدالة المرکبة gof‏ تکون مستمرة عند OX,‏ 

. عدد حقيقي‎ À دالتان مستمرتان عند ,× و‎ gyf e 
وإذا‎ x, مستمرة عند‎ Af f x التالية : ع + ۶ : ع‎ gis 
253 مستمرتان عند‎ L n: فان الدالتین‎ g(x,) كانت 0 عد‎ 

5 8 

. ][ الدوال کثیرات الحدود مستمرة على‎ o 

e‏ کل Alla‏ ناطقة مستمرة عند کل قيمة من مجموعة تعریفها. 

x جم‎ sin (ax + b) و‎ x 5} cos (ax + b) : الدلتان‎ e 
„O عددان حقیقیان . مستمرتان على‎ b حیث 2 و‎ 

« الدالة tanx‏ جم x‏ مستمرة عند كل قيمة ,×تختلف عن : 
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3 تاذ تجريبيه و ریاضیات الریاصیات الارسال 1 


. kell و‎ T bkn 
2 

7- مبرهنة القیم المتوسطة : 
ο‏ مبرهنة 1 : 
نقبل بدون برهان المبرهنة التالية : 
(ذا كانت الدالة f‏ مستمرة على المجال [a : b]‏ فانه من أجل کل عدد k‏ 
محصور بين f (b) sf (a)‏ یوجد عدد C‏ محصور بين ۾ و b‏ 
f(e) =k : e‏ . 
في الشکل آدناه توجد ثلاثة آعداد C, , C, , C,‏ محصورة بين 


F(C) F(C) =/ )6,( =× : و طبحيث‎ a 


مبرهنة 2 : 
إذا كانت الدالة ὁ‏ المبرهنة (1) رتيبة تماما فان العدد C‏ وحيد. 
البرهان : 


بما أن Au, f‏ تماما على المجال [a : b]‏ فانه من أجل كل عددان x,‏ 
و ,× من [9 : 2]بحیث ἢ‏ كان ,× > x,‏ فان f(x) «f(x,)‏ 
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3 16 تجريبية و ریاضیات الریاضیات الارسال 1 
فاذا كان C, , C,‏ عددان حیث ,© > F(C) «£(€,) οὖς,‏ 
أي f (C,) οἱ‏ عد f (C,)‏ وعلیه یوجد عدد وحید © بحیث : 
f(C) =k‏ . 
مبرهنة 3 : 
(ذا كانت Ata f‏ مستمرة على المجال |8 : [a ; +| οἱ [a‏ فانه من 
أجل كل عدد »1 محصور بين f(a)‏ و lim f (x)‏ 
(tim f (x) 5)‏ فان المعادلة f(x) =k‏ تقبل حلا وحیدا C‏ في 
المجال ]+ ; [a‏ 
مبرهنة 4 : 
إذا كانت Aat‏ مستمرة على [a : b]‏ و كانت 0« f (a).f (b)‏ 
فانه يوجد على الأقل ۰ عدد حقيقي C‏ من المجال ja; b[‏ بحيث 
f (C) 20‏ .و إذا كانت /رتيبة تماما آیضا فان العدد C‏ وحید. 
مثال : 
آثبت أن المعادلة : 0 -1 - ×+ x?‏ تقبل حلا في المجال β zl‏ ۱ 


الحل : 
نعرف دالة ‏ كما يلي : 1 - ×+ ×= f(x)‏ 
الدالة f‏ مستمرة على ][ لأنها دالة كثيرة حدود وعلیه فهي مستمرة على 


۳ 
1۳ 
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3 ثاذ تجريبية و ریاضیات الریاضیات الارسال 1 
وبالتالي حسب المبرهنة (4) يوجد على الأقل عدد © في المجال 


1 7 
| بحيث : 0= (۶۵ ومنه للمعادلة 1=0- ×+ ”× حل 


على الأقل في المجال Ea‏ 
نقطة التوقف : 


إذا كانت الدالة #.مستمرة في ,× على اليمين فقط (أو على اليسار فقط) 
نقول إن النقطة ,۷ ذات الفاصلة y,‏ نقطة توقف. 


26 


www.mathonec.com 


3 ثا الارسال 1 
التطبیق 1: 
نعب الدالة x?—-x43 e‏ 
نعتبر | 55 : fœ‏ 
(x-1)‏ 
نعلم أن : مه + = ) lim f ( x‏ 
كيف يمكن تخمین هذه النتيجة باستعمال آلة بيانية 
الحل : 
1 ننقر على الزر : EAE‏ ونکتب عبارة ۵ Plote‏ ۲۱۸۱1 


sy κ رق‎ 
12-8 


الدالة كما يظهر على الصورة: 


2( ننقر على الزر أا وندخل الأرقام 
كما يظهر على الصورة : 

f(x) قيم‎ οἱ 1 نحو‎ AUS x ο 
f )1,1( و‎ f )0,9( فهي محصورة بين‎ 
. 311 أي بين 291 و‎ 
ثم نختار‎ EZI ننقر على الزر‎ 3 


U"mnaxz311 
(21-21 
anres-ilil 


اج 


«ΕΞ " 8 
: ; Standard كما يظهر‎ 0 
:ZInteJer 3 

على الصورة . م لاحي 
001۳ 1۰ 


4( ننقر على لت فنحصل على 
التمثیل البياني المقابل : 
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3 ثانوي ‏ علوم تجريبية و رياضيات الریاضیات الارسال 1 
5)ننقرعلى اف نقوم بتحريك نقطة من 
البیان باستعمال الزالقة حتی نحصل على 
النقطة ذات الفاصلة 0,99 ونجد: 
f (0,99) = 41302,25‏ 
وهذا يدل على أن المخمنة التالية صحيحة 
lim f(x)2*o‏ 


التطبیق 2: 


112 21112 


n=. "۲.۷2150. _ 


2 
۲ X +( ۲ E "PE 5 
lim = +۰0 : باستعمال اله بيانيه ماهو تخمينك حول‎ 
x—> +0 X 
Floti Fistz ۳۳1۱ 
1 8 كن‎ Γρ. : 
الحل ویک‎ 


1 ننقر على الزر: Μα‏ 
ونکتب عبارة الدالة كما يلي: 


Gr) 
"m 


2) ننقر على الزر: ο‏ وندخل القیم 
التالية كما يظهر على الشاشة : 


= 


3( ننقر على الزر: η:‏ فیظهر التمثيل 
البياني التالي : 
MA‏ ریات زر 
4)ننقر على الزر mot‏ ثم نحرك نقطة : 
من البيان باستعمال الزالقة فنجد : 
f (10000) — 10001‏ 


11210000. . vz10001 . . 
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3 تاذ تجريبية و ریاضیات الریاصیات الارسال 1 


وبالتالي المخمنة التالية صحيحة : lim = o‏ . 


التطبیق 3 : 
بين أن المعادلة : 2-1-0 + x?‏ تقبل حلا وحیدا في 


iip ses 


Plèti Fletz Flots 4 2 2 

ELSE‏ | انم ات 

E 

۹ = ۰ 
m : الحل‎ 
ncs 

- = a "PT 5 5 هوم‎ 
Wiz ونکتب عبارة‎ ΒΕ على الزر:‎ Απ 1 


الدالة f‏ المعرفة كما يلي : 
fo) x +2۲7 -1‏ . 
2( ننقر على الزر lad‏ رندخل 
الأرقام كما يلي : 
ορ.‏ فيظهر 
التمثيل البياني الآتي : 


۱۳۱2۳۵۵1 
4( نقوم بتحريك نقطة من البیان باستعمال 
الزر EE‏ إلى أن تتغير (شارة (×) ر 
فمن أن أجل : 0,45 نجد: f(x)--0,01‏ 
ومن أجل 0,46 نجد E f(x)20,01‏ ۳1216۳221 
ومنه للمعادلة 0= f(x)‏ حل 999 χο‏ 
یحقق : 0,46 > x,‏ > 0,45 


۱21 


2 5 y -.01 
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3 ثاذ تجريبية و ریاضیات الریاضیات الارسال 1 
A‏ 


تمارین و مشکلات | 


لتمرین]] 
آذکر صحة aj‏ خطأ الجمل الاتية مع التعلیل 
1( معد = lim 4—x‏ 


2x” -1 _ 


3( إذا كانت («)ع + 5+ ×ھ= (×) f‏ فان : + جه < ۲ 
معادلة مستقیم مقارب مائل لبیان الدالة ‏ 


EU D το‏ - — همه 

5) إذا كانت : Ž‏ < مره + فان : 0- lim f(x)‏ 
6) إذا كانت : ”× < f(x)‏ فان : += lim f (x)‏ 
7 إذا كانت : 1 - × ک f(x)‏ فان : مه - lim f(x)‏ 
8( الدالة Sf‏ - جا x‏ مستمرة على [] . 
9( الدالة 7: ×+ x‏ جم x‏ مستمرة على ]+ ; 0[ 
10( الدالة :f‏ لا جا x‏ مستمرة على ]+ : 0[ 
1) الدالة :f‏ 4+ ”بل جم x‏ مستمرة على ] . 
12( إذا كانت الدالة f‏ مستمرة على مجال [a : b]‏ فان المعادلة 

f(x) =0‏ تقبل على الأقل حلا في المجال ]ط Ja;‏ . 
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5 


3 ثاذ تجريبية و رياضيات الرياضيات الارسال 1 
13( إذا كانت Aa f‏ مستمرة على المجال ]5 : 1] فان الدالة f‏ مستمرة 


عند 3 . 


14( ]13 كانت Ala f‏ مستمرة على مجال 1 فان الدالة Giá‏ 


علی المجال 1 . 

15( إذا كانت الدالة f‏ سالبة تماما على مجال 1 فان f Alla]‏ متناقصة 
تماما على 1 . 

16( | كانت الدالة ‏ غير مستمرة عند عدد y,‏ فانها غير معرفة 
عند OX,‏ 


17( إذا كانت الدالة /معرفة عند عدد x,‏ فانها غير مستمرة عند ,ع . 
18( إذا كانت Alla f‏ مستمرة على مجال 1 فان الدالة Jf‏ مستمرة 

علی المجال 1 . 
9 الدالة ر مستمرة على 1 . 
20( الدالة : 1 - να‏ جم x‏ مستمرة على O‏ لأن : 

Π مستمرة على‎ x p ×” -1 الدالة‎ 

و الدالة ΜΑ‏ جم x‏ مستمرة على D‏ 

9 الدالة : 1 - να)‏ جم x‏ مستمرة على O‏ 

لأن الدالة 1 - x^‏ جم x‏ مستمرة على Π‏ 

و الدالة x p» Xx‏ مستمرة على ] . 


20( المعادلة 1 - xsinx‏ تقبل على الأقل حلا في المجال z‏ : 1 
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1 ثاذ تجريبية و رياضيات الریاضیات الارسال‎ 3 
2 التمرين‎ 
عين مجموعة تعريف كل دالة فيما يلي ثم احسب النهايات عند أطرافها.‎ 
x^ - 4 3x? «κ - 4 
χ}--------- (2 x)= 1 
4 ) x - 5 + 6 4 x-1 ( 
Ax! 42x? 32x 41 χε 3x?- 4x -12 
x)= 4 x)= 3 
f(x) 4x^- 4x -3 ο ο) x^ + يرك‎ + 3 l 
التمرين3‎ 
: احسب النهايات التالية‎ 
x” + ۲ - 6 ير‎ + 5 -3 
2 lim 1 
x2 x-2 ( x4 x - J2x - A ( 
x 00x - 2x -1 
lim تسس‎ (4 lim (3 
x20 lx +1 -1 x91 x-1 
Mes 


: احسب النهایات التالية‎ 
lim iude +1 (1 
im [V +1-x] ۵ 


lim x” +1 - ۰۷ +2 )5 


التمرين 5 
احسب النهایات التالية : 
sinx‏ 


( lim (1 


x9 sin3x 


-x + dx? +x + 1 
-4x - Ax? + 1 


lim -x + Jx (4 


(2 
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lim 


1 1 - cosx 
lim تن‎ (5 lim ------ (4 
x9 1 -cosx x50 sin x 
التمرين6)‎ 
: احسب النهايات التالية‎ 
1-2 sin? .  cos3x 
lim ------Σ (2 lim (1 
x3 1 + ۲ x^ ΟΟΣΧ 
. 1- sinx -cosx 
lim — REC ( 
xt 1 - sinx + cosx 
التمرين/7‎ 
x +x -4 
f(x) = ———— : تعتبر الدالة‎ 
XxX + 1 


. تمثيلها البياني‎ (C) 
عين مجموعة تعریف الدالة ثم آحسب النهایات عند أطرافها.‎ -1 
: على الشکل‎ f (x) بين أنه يمكن كتابة‎ -2 
ς 
x) =ax + Ὁ + 

4 ) ΧΕΙ 
وء آعداد حقيقية يطلب تعيينها‎ b 94 cus 
عين معادلات المستقیمات المقاربة.‎ -3 
المستقیم المقارب المائل.‎ (A) نفرض‎ -4 

ادرس الوضع النسبي للمنحني (C)‏ و المستقیم (A).‏ 


التمرين8 

f(x) 22x + Jx? + 1  : دالة معرفة بالعبارة‎ f 

1- احسب نهایات الدالة f‏ عند آطراف مجموعة تعریفها. 
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3 ثاذ تجريبية و ریاضیات الریاضیات الارسال 1 
2 اب : lim [/(α)-35]‏ قر lim [f (9) x]‏ 
3- عين معادلات المستقیمات المقارية للمنحنی ) (C,‏ . 
لتمرین 9 
sinx‏ + 4 _ ) " 


نعتبر الدالة /رحيث : x)=‏ 


x? 


1- عين عددان حقیقیان 2 و b‏ بحيث من أجل کل عدد حقيقي × : 
a > 4+ 10۲ > b‏ 
2- بين أنه من أجل کل عدد حقيقي غير معدوم × یکون : 
v(x) > f (x) < u(x)‏ حیث ‏ و v‏ دالتان يطلب تعیینهما. 
3- استنتج النهایات التالية : lim f(x)‏ و lim f (x)‏ 
4- أحسب lim f (x)‏ . 
التمرین 10 
ی 1+<(1-ه) _ 
Alla f‏ معرفه بالعبارة : f (=) "e oe‏ 


. حفيقي‎ Me οἱ cu 
: احسب النهایات التالية‎ 
üm f(x) > lim f(x) 


التمرين/11 
Alla f‏ عددية معرفة كما يلي : 
3 
x £1, x# -1‏ :| للج - πο‏ 
X -‏ 
3= )1-(/ 
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3 ثاذ تجريبية و ریاضیات ^^ الریاضیات 
1- عين مجموعة تعريف الدالة ر 

2- ادرس استمرارية f‏ عند 1- . 

التمرين/12 

أردالة معرفة كمايلي : 


f(x)» E و‎ wx < 1 


ο ο. 4x1 


آدرس استمرارية الدالة ‏ على [] . 
التمرين/13 
f‏ دالة معرفة كمايلي : 


0 < × و ب = f(x)‏ 


0 > ۲ و 1+ 1/2 = f(x)‏ 
عين العدد الحقيقي ‏ بحیث تکون الدالة f‏ مستمرة عند 0 
التمرين/14 
Âa f‏ معرفة بجدول تغيراتها كما يلي : 
2 


+00 


3- 
ما هو عدد حلول المعادلة f(x)-0‏ في 1 


35 


www.mathonec.com 


الارسا 


z 3‏ -3 مهم 
E P ibn"‏ 


1 


f(x) 


3 13 تجريبية و رياضيات الرياضيات الارسال 1 


,15 
.4م 
ila f‏ معرفة بالعبارة : 7 d‏ بلع لاك 
f )1( 22‏ 


1- عين مجموعة التعریف 

2- آدرس استمرارية الدالة f‏ على مجموعة تعريفها 
التمرين 16 
إليك جدول التغيرات لدالة f‏ : 


x مهم‎ 0 +0 

f(x) ۶ — 

2- 4- 
ما هو عدد حلول المعادلة 22 f(x)‏ في 0 . 
التمرين 17 
Aa f‏ معرفة على المجال 00+ و 1]بالعبارة : 
f(x) = -χ + × - 1 +9‏ 

أنشئ التمثيل البياني للدالة f‏ باستعمال آلة بيانية .ثم استنتج عدد حلول 
المعادلة : 0 = f(x)‏ مع إعطاء حصرا لكل منها بتقريب 107 
18 


آثبت أن المعادلة : 0 = 2x -cosx‏ 


تقبل على الأقل حلا في المجال : ]1[ 
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i5 3‏ تجريبية و رياضيات الرياضيات الارسال_ 1 


التمرين 15 


Ala f‏ معرفة على المجال z‏ ; 3 كمايلي 
x.sinx‏ 

ο ۳ cm 

۶ )0( =2 


1- ادرس استمرارية الدالة f‏ عند 0 
2- ادرس استمرارية ‏ على مجموعة التعریف . 
التمرين 20 
Ata f‏ معرفة و مستمرة على المجال [1 : 0] ز تأخذ قيمها في المجال 
]1 ; 0]. 
1- برهن على وجود عدد α‏ من المجال ]1 05[ بحیث : 

. f(a) =a 
. فسر هندسیا هذه الثتيجة‎ -2 
.4 > حیث ظط‎ [a : b] هل تبقی النتائج السابقة صحيحة على مجال‎ -3 
21 التمرين‎ 
×” - 138 +36 =0 : المعادلة‎ O حل في‎ -1 
α΄ - 13×” + 36 حل في ][ المعادلة : 0 ح‎ -2 
x" - 1382* +36 - 0 : المعادلة‎ O حل في‎ -3 


التمرين 22 
برهن أن كل كثير حدود درجته فردية ينعدم على الأقل مرة في [] . 
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التمرين1 
1( صحيحة لأن —x —> +o‏ لما -œ‏ جل x‏ وعليه : 


lim لد‎ = +o 


χ-}-οο 


μα "αν 
5 X 5 
۲ مد‎ x? +3 E X—-o0 3 7 (2 
j + 3) 
X 
2- n 
Ξ lim X -2 
EE 3 


3( خاطنة لأننا لا نعلم lim g(x)‏ التي يجب أن تكون معدومة 
لكي تکون الجملة صحيحة . 

4( خاطنة لأن x‏ يؤول إلى 0 و ليس إلى .ص + مم 
5( صحيحة لأن : 0 lim‏ 

ESE ae y 
f(x) > x : و لدينا‎ lim x^ = oo : صحيحة لأن‎ (6 
f(x) € x -3 3 lim (x -3) = صحيحة لأن : مه‎ (7 
غير معرفة عند 0 وعلیه فهي غير معرفة‎ f الدالة‎ ο) خاطنة‎ (8 
O ومن ثم غير مستمرة على‎ D على‎ 
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3 16 تجريبية و ریاضیات الریاضیات الارسال 1 

9( صحيحة οὗ‏ الدالة هي مجموع دالتین مستمرتان على ]+ ;0[ 
هما : Nx‏ جا sx‏ ۲ جم x‏ 

10( خاطنة لأن الدالة غير معرفة عند 0 . 

11( صحيحة لأن الدالة هي مركب دالتین مستمرتان 
الأولى : 4 + ”× جر x‏ مستمرة على O‏ و موجبة 
الثانية : »لد جم x‏ مستمرة على O,‏ . 

12( خاطئة فمثلا الدالة :f‏ 1- ”× جم x‏ مستمرة على المجال 
]4 ؛ 2] لکن المعادلة 0 12 - ”× ليس لها حل في المجال 
]4 : 2[ و حتی تقبل حل أكيد يجب أن يكون 0 > f (a). (b)‏ . 

3) صحيحة لأن الدالة ر مستمرة عند کل قيمة من المجال ]5 : 1[ . 

14( خاطنة إلا إذا كانت f‏ غير معدومة على 1 . 

15( خاطئة . فمثلا الدالة f‏ : 1 - ”×- جم x‏ سالبة تماما على D‏ 
لكن غير متناقصة تماما لأن : 2- - f'(x)‏ وعلیه فهي 
متناقصة تماما من أجل 0 < x‏ و متزايدة تماما من أجل 0 > X‏ . 

16( خاطنة . فمثلا الدالة f‏ حيث : 

x -1 
f (e) = > 
f (1) =3 
: لكنها غير مستمرة عند 1 لكون‎ (f )1( 23) 1 معرفة عند‎ 
lim f (x) = lim (x +1) =2 


x41 


; < x 


17( صحيحة . لأنه حتى تكون Alla‏ مستمرة عند ,× يجب أن تكون : 
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3 ثاذ تجريبية و ریاضیات ‏ الریاضیات الارسال 1 
معرفة عند x,‏ وتحقق lim f (x) =f(x,)‏ . 
18( خاطنة لأنه قد تکون رسالبة و عليه فالدالة f‏ غير معرفة. 
19( خاطئة الا | كانت 0 < 1 - x^‏ وهذا غير محقق في !] . 


20( صحيحة οὗ‏ الدالة /رحيث : f(x)-xsinx‏ مستمرة 


عى | :0و |2 :160 . 


التمرين|2 
3x? +x - 4‏ 
tuat‏ = 
DP ٥ 7‏ 
E 1-0 ; 1 U [1 : --σο[‏ ,7« 
ax EM‏ . 
im f(x) = im μι κ.‏ ° 
2 
lim f (x) B jac = lim 3x = +0‏ 9 
x9 y χ-}1ο0‏ +× 
onn 3χ + x< -4‏ . 
ES‏ 
وو opm CODOS MN e‏ 
x51 X -1 x1‏ 
e lim f (x) = lim (3x + 4) =7‏ 
x41 x41‏ 
x? - 4‏ 
ος‏ سیک ك5 
f(x) x!-5x + 6 a‏ 


«7, = {x ell : x” -5 +6 ع‎ 0) 


نحل المعادلة : 6=0+ 57 - 7× فنجد : x22‏ أو 3 < ۲ 
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1 ثاذ تجريبية و ریاضیات الریاضیات الارسال‎ 3 
D, -ῃ - )2 ومنه : (3 و‎ 
D, = و مت‎ 2] u ]2 ن ]3 و‎ 13; +f 
σσ lim ὃς =1 
2 
e iim f(x) = Hm -1 
لحساب بقية النهایات : نکتب جدول إشارة المقام‎ 
x مه‎ 2 3 10 
Χ-5Χ16 T 5 09 + 
e lim f (x) = lim E 4 2) 
x52 x52 x!-5x + 6 1532 (x -2) (x - 3) 
-lim E 
x>2 x-3 
+2 
e lim f (x) = lim =-4 
im f( ) x32 X = 3 
e lim f (x δη UN - 
x53 x53 X - 5x + 6 
x!-4— 5 ۲ 
۱ و‎ S 
x -5x + 6 بت‎ 0 
x! - 4 
e lim f(x = lim ------π- +0 
im f( ) 3-33 x^ A 5x + 6 
x? - 4 ب-‎ 5 : 
لان‎ 
x? -5x + 6 — 0 
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1 تجرببية و رياضبات الر یاضیات الارسال‎ i 
x? + 3x7 - 4x - 12 
x= : لدینا‎ (3 
f(x) x” + 4x +3 a 
eD, = {x en ix^ dx + 3 ع‎ 0) 


x 2-3 أو‎ x=-1 فنجد‎ x? + 4x + 3 - 0 نحل المعادلة‎ 
D, =0 - 13 -1( :o3 
D, = ]-οο : -3[ U 1-3: -1[ U ]H : وعلیه : مب‎ 


3 
; 5 X 5 
۰ lim f (x) = lin — = lim x = -œ 
مب زر‎ X—-—00 X X—-—o0 
3 
. 5 X ۲ 
۰ lim f (x) = lin — = lim x = +0 


ممدجدير xo y‏ ممدچ بر 
αχ) -3x!-Ax - 12‏ . . 
١ στα) E x’ + 4x + 3‏ 
(x + 3( (x? - 4)‏ 
(x + 3( ) + 1(‏ تمع 


إشارة المقام لحساب النهایات : 


x معد 1- 3- مهم‎ 
3x” +4x+3 * 0 J 0 + 
x? + 3x7 - 4x -12 
e lim f(x) = lim = +00 
lim f( ) x54 χ᾽ T 4x + 3 


ο οσο . 
: لان‎ 


×7 + 4× +3 — 0 


x'-3x!-4x-12 
li. = 7 = 
ο Tis 
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3 13 تجريبية و ریاضیات الریاصیات 


x? + 3x” - 4x - 12 ج‎ -6 " 
ن‎ 
x’ + 4× +3 حت‎ 0 
4x + 2x?! +2x +1 
x)- : لديدا‎ (4 
4 ) 4x? - 4x - 3 zi 
eD, = {x el :4x - 4x - 3 #0} 
2l او‎ πε نحل المعادلة : 0= 3- ×4 - ”×4 نجد‎ 
1 3 
D,zll-4--2;— : منه‎ 
i E ; ١ 
1 1 3 3 
D, = و الوصا‎ 3 U |Z : مه‎ i 
١ | ju "Tr | i 
. PF. 
e lim f (x) - lim ; = lim x =+ 
X—-—o0 ممجير‎ 4x مسج ور‎ 
, Nr . o 
۰ lim f (x) - lim axi = lim x^ =+ 
x—> +0 مب بر‎ x X—-00 
3 
۰ lim f (x) - lim لك‎ 2 NEM 
x> لمم‎ (2x + 1) (2x - 3) 


3 
2x +۲1 4 - 
لمم‎ 28-3 -4 16 
أده + ده‎ «2x +1 _ 
NE 4x’ - 4x -3 


Ax! + 2x! + 2x +1 —> 1 5 
: ن‎ 
4x! -4x -3 جک‎ 0 
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| 


الارسا 


1 


3 ثاذ تجريبية و ریاضیات — الریاضیات الارسال 1 


1 3 
x مم‎ ac Z +00 
2 2 
Ax?-Ax-3 NNNM ME 
Ax! + 2x? + 2 + 1 
e lim f (x) = lim = +00 
ΚΑ ) i 4x? - 4x -3 
Ax^ + 2x! + 2x +1 — 1 5 
Iv 
4x’ -Ax -3 —— 0 
لتمرین|3‎ 
: حساب النهایات‎ 
1) lim vx + 5 -3 
«4 ل‎ - 2x - 4 


gs (9235-3) (ss +3) (Vv + 2-4) 
E (Vx - 2-4) (Vx 2-4) (V8 +3) 
۳ ) + 5- 9( (x + 2x -4) 

O0 [x Qx - 9] (Vx +5 +3( 

(x - 4) (Vx + 42x -4) 

UA -(x - 4) ) عل‎ + 5 + 3( 


x + ./2x 4 2+2 4 2 


= (Jx +5 +3) ٠ (313) 6 3 
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1 تجريبية و ریاضیات الریاضیات الارسال‎ i3 
ο x'-x-6 . (x'-x-6)d4x-2 
2) lim لل‎ = lim 
E y sa τ. 4xX-2.4x-2 
(x - 2( ) + 3( 4x -2 


x - 2 
- lim ) 43) 4x-220 


3y im ΣΑ _ him Ες ΙΙ 
ud x -1 5-5 (x - 1) [να x + N2x - 1| 


aim EE ۲۲ NN 
7" x-D [Vx + 2x -1] 
0 -(x - 1( 
"8 Eo 1| 
1 
- lim E.A 
4) lim Ξ lim T M 
«ο χᾳ1-1 ×+ [Vx+1-1] | x+1+1| 
, 
- lim 
ده‎ (x1D- 
[écris] 
E " 


- lim 4x + 1 1-2 
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1 الارسال‎ 
Ales c 


1) lim 2x -Nx +1 lim Σ 
r9 κ. l4x? +x ×+ 3 
x- x 4+ - 
x 
3 1 
2x - X 1+ - 
= lim 1 
χ-Ὑα 4+ - 
X 
236 -x py 
: x 
= lim 1 
Xx -x 4+ — 
X 
1 


II 
= ~ 
4 ۰ 
ES 
ος 5 
سم‎ 
re το 
A -ὼ 
+ + 
بم‎ |=| 5 
الا‎ i 
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3 تاذ تجريبية و رياضيات الرياضيات الارسال 1 


1 1 

-x+ |x°| 44— + 

2 “ΕΝΑΣ +xX+1 ., | | x L) 
2) 7 = lim د كل‎ 
τρ. 4x - "یرل‎ + 1 i ( L) 
-4x - ۱۶۱1+ — 


-x + dx? 1ب4‎ 1 
X X 


Ξ lim 
-4Ax - Vx? TE 
x 
-x+ دا‎ ja للد‎ 
= lim E or 
مج بر‎ 1 
-4χ - |x| 1۳ -- 


ο. 
= lim - — — — 
—4x +x tu 
x TEE 
χ᾽ 
- lim کح‎ 
x 
ο. - 1-2 
= lim = 
— 411 
- 4 + ۱+ 
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3 ثاذ تجريبية و ریاضیات — الریاضیات الارسال 1 


3) πο uc im x +1 zl حت‎ +a | 


Tn x + 1 - 1 -ῇ 
 Prrrreh Mr 
9) lim [x + Jx |= tim [Nx <x + x | 
= lim Να (Nx +1)=-0 
5) lim Vx’ +1 - VX” +2 


[e ος i + d] 
"T Vx’ +1 + Xx! + 2 


- lim — +1)- ای‎ 


= lim — = 


Gad A Ἐπ +2 
6) lim NEM M = lim 


^ x να -ᾱ ο E χ 14 Em 


Ξ lim 7 
x x'-(x +4) 


= lim 1 E + Væ +4 |= τα 


هج+ 
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3 تاذ تجريبية و رياضيات الرياضيات الارسال 1 


انتمرین|5 
حساب النهایات 
sinx‏ 
sin x . 1‏ ۲ 
D lim Ξ lim x Ξ‏ 
x0 sin 3x x>0 3 sin 3x‏ 
3x‏ ' 
Sin2x . sin2x‏ . 
lim = lim2 z2‏ )2 
x0 X x0 2x‏ 
Sin2x . Sin2x sin‏ . 
lim = lim — = lim -- X 6‏ )3 
χ-»0 tan xX xo0 SIN X x50 SIN XxX‏ 
COSX‏ 
sin 2X‏ 
lim —.2X -x cosx =‏ - 
x0 sin x‏ 
X‏ 
i 1- [1-25 ۱‏ 
COSX :‏ - : 
lim —— = li 2‏ )4 
و5 x0 sin xX χ-»0 1 Xx‏ 
cos —‏ — 2510 
2 2 
VP‏ 
sin? — 1‏ 2 
lim 2 = lim =‏ = 
x0 2 2 x0‏ 
sin COS — COS —‏ 4 
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50 


الارسال 1 


63 تجريبية و ریاضیات الریاضیات 
sin* cos‏ ۴ 
 xsinx ° 2 75‏ . 
lim erem = lim ; 2‏ (5 
x - COSX x NP.‏ 
sin—‏ 1-2 |-1 
2 
x‏ 5 
2x sin— cos — XCOS —‏ 
lim - lim 2‏ - 
x0 Es x20 . X‏ 
sin — sin —‏ 2 
2 2 
x‏ 
cos — cos —‏ 
lim 2 _ lim‏ = 
x0 X x0 . X‏ 
sin — sin —‏ 
2 
x‏ 
oy‏ 2 0 
2 
Xx‏ 
cos —‏ 2 
Ξ lim 2 = 2‏ 
x20 . X‏ 
sin —‏ 
2 
Xx‏ 
2 
التمرین/60 
حساب النهایات 
cos3x‏ 
7 )1 
x> COSY‏ 
پوضع : 7= ---2 اي 7+ - < ۶ 
e^‏ 2 2 


www.mathonec.com 


π 37 
6053 | -- +z cos | — + 7 
.  cos3x 2 2 
lim =l = lim - 
χ-»0 COSX x90 Tt x0 -SInZ 
COS | — + 27 
2 
s T. 
COS — 60537 - sin — sin3z 
= lim 5 
0ب‎ -SInZ 
sin3z 
.  sin3z ۱ ° 
- li = lim —3£. 2.3 
z>0 Sinz z50 - SNZ 
Z 
. 1-2sin'x 
2) lim ------- 
کج‎ 1 + cos4x 
7 
0 بوضع 7= - - × أي‎ 


ΠΝ 1 - 2511 E " 9 
= lim 


im د‎ = 
x> 1 + ۲ «0 1 
4 1 + 4 A +Z 


2 
. X π. 
1-2 E 6057 + cos a sinz | 


= lim 
z>0 1 4 cos (π + 4z) 
2 
2 νὰ. 
1-2 v2 6057 + v2 sinz 
: 2 2 
= lim 
20 1 - 7 
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1-2 x : (cosz + sinz) 


= lim 
z40 1 - cos4z 
0 1l- (cos^z + 51017 + 2 sinz cosz) 
= lim 
20 1 - 7 
. 1- (1 + 2 sinz cosz) 
= lim 
220 1 - 7 
. =2 sinz . 6057 ۲ -2 sinz . 7 
z=>0 1 - cos4z z0 1- (1 - 2 0 22) 
. -A2sinz.cosz : - sinz . 7 
= lim ο = lim j 
له‎ — 2sin'2z ^ (2sinz.cosz) 
: - 51117 . 7 ; -1 
= lim ο του —— — —— 
z>0 4 51117 ., 7 z>0 4 sinz. 7 
: وعليه‎ 
. 1-2sin'x ۲ -1 
e ] ——— — — = lim ——— ———— Ξ-αο 
m 1 + ۲ z30 4 51117 . 7 
. 1-2sin'x . -1 
e lim ——————— = lim — — — = +0 
jt 1 + cos4x «ο 45117. . 7 
. 1 - sinx - cosx 
3) lim - 
x 1 - sinx + cosx 
. π . 
x=— +7 دي نجد‎ c يوضع‎ 
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3 ثانوي علوم تجريبية و ریاضیات الریاضیات الارسال 1 


1 π 
: l-sin| —+ Z | - 609 — +7 
1- sinx - cosx . 2 2 
Ξ lim 


x» 1- sin X+ cosx x20 . [n π 
2 1- 0 iA + 5 و‎ 


1-sin| 1- 2sin? Jr 2sin cos 4. 


. 1-6057 -sinz بر‎ 2 2 
lim 1 EM E lim 7 7 7 
-COSZ -7 1-1 1- 2sin? ^. l- 2sin cos — 
2 2 
2sin? ^ + 2 sin cos? 
- lim — — 5 
°” 25137 -2sin cos 
2 2 
2sin | sin cos 
2 2 2 


Ξ lim 
ζ-»0 N Z 5 7 7 
2sin— |sin— -cos — 
2 2 2 


3 7 
Sin — + COS — 
2 1 


= lim = -- < -1 
ζ-»0 . Z -1 
Sin — -cos — 
2 
um 
مجموعة التعریف‎ -1 
D,-]e;a[o ام+:1[‎ ‘+ D, =0 - {-1} 
النهایات‎ - 


x? 
lim f (x) = lim — = lim x = -œ 


X—-—o0 x2 Xx X—-—00 
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1 ببية و ریاضیات الریاضیات الارسال‎ 63 
2 
lim f (x) Ξ lim — = lim x = +0 
مب ر‎ xo x X—-o0 
x!4x-4 
lim f (x) = lim = +0 
lim f( ) 2-1 ΧΕΙ 
χ᾽ +x - 4 4ب‎ ۱ 
لان‎ 
χ +1 جک‎ 0 
x +x - 4 
lim f (x) = lim =- 
lim f( ) xd XxX + 1 
X? +x -4 .ی‎ 4 . 
لان‎ 
x41—0 
: على الشکل‎ f (x) Aus تبیان أنه يمكن‎ (2 
x)=ax+b+ 
۸ ) Xx + 1 
ax + b) ) + 1( + © " 
f(a) - τά «1 ο 
XxX + 1 
ax! +ax + bx + وا‎ + © 
x)z 
47 ) ΧΕΙ 
ax’+ (a+b)x+b+c 
x)z 
4 ) XxX + 1 
2 < 1 2 < 1 
Ξ0 ومنه : 1 -< ۱0+ 3 أي‎ 
= 4 9 + 2-4 
4 : 
x)z2x- : ادن‎ 
f(x) "n إذن‎ 
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3 ثاذ تجريبية و ریاضیات الریاضیات الارسال 1 
3- تعيين معادلات المستقيمات المقاربة : 
بما آن : lim f (x) = +o 3 lim f (x) = --ο‏ 
x-1 x-1‏ 


فان : 1-— × معادلة مستقیم مقارب. 


-4 4 : 
lim = x)2x-—— : بما أن‎ 
1 š f(x) x41 ^ ١ 
معادلة المستقيم المقارب المائل عند + و عند‎ y-x : فان‎ 
«ο 
: (C) و‎ (Δ) دراسة الوضع النسبي د‎ -4 
-4 
x)-vz 
f(x) y x +1 
: ومنه‎ 
x مه‎ -1 +00 
x+1 5 7 
f(x)-» + 


. (©) (4)لا يقطع‎ οὐ 
(Δ) یقع فوق‎ (C) :x € [0 ; -1 لما‎ 
(A) یقع تحت‎ (€) :x ع‎ [1 : ου لما‎ 


التمرين|8 
حساب النهايات : 
آمم+ : D,- ]-οο‏ 
lim f (x) = lim 2x +x” +1 = lim 2+ 8 t 23‏ 
X—-—o0 X—-—o0 X—-—o00 xX‏ 
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x 
. 1 
< lim 2x + |x| . 1+ جک‎ 
1 نيم‎ X 
Ν 1 . 1 
= lim 2x -x ,/1 + — = lim x | 2- 1ل‎ + — |Ξ-οο 
χ-}-οο X X—-—00 X 


lim f (x) = lim 2x + Jx” + 1 = +0 


lim f (x) - 3x = lim 2x + Nx + 1 - 3 
- lim «Ένα + 1 
(x ενα” +1( (x - ΠΕ 
= lim 


x—>+0 2 


= lim 


x—>+0 


= lim 


=0 
στι 
lim f (x) -x = lim 2x + Ax, +1 -X 


- lim x + x” + 1 
(x + x + 1( (x "να + 1 


= lim 
Pu χ-νχ «1 
- lim =. =0 
= عب‎ να +1 
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3 ثاذ تجريبية و رياضيات ‏ الرياضيات الارسال 1 
3- تعیین معادلات المستقیمات المقارية : 
w‏ أن : 0= [ 32 - lim [f (x)‏ 

فان : y — 3x‏ معادلة مستقیم مقارب مائل عند ممب . 
lm [/(α) -x] 0 +‏ 

فان : y —x‏ معادلة مستقیم مقارب مائل عند مم . 
التمرين 9 
1- تعيين ۾ و b‏ : 

3 > 4+ 10۲ € 5 : ومنه‎ -1 > sinx € 1 : لدینا‎ 
v(x) > f (x) < u(x) : تبیان أن‎ -2 


3 > 4+ 1۳0۲ > 5 : لدینا‎ 
ως ر 5 ہے‎ 
2 2 2 M 
x x x 
3 5 
- > f(x) < P ومنه‎ 
: استنتاج النهایات‎ -3 
5 " 
lm 3. - lim و پما آن : 0= جل‎ 
X—-ro0 χ X—-o0 X 
lim f (x) 20 : فان‎ 
5 , 
lin — = lim — =0 : بما أن‎ « 
x> Xx x2 y 
lim f (x) =0 : فان‎ 
: 4 + sinx 
imf (x) = lim FESE- f 
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3 ثاذ تجريبية و رباضیات الریاضیات الارسال 1 
التمرين 10 
حساب النهايات : 

lim f(x) ; lim f (x) 


πο : a 21 أي‎ a-120 إذاكان‎ « 


lim f (x) = lim f (x) -— VE 


۶ مرج‎ X—-o0 


0+ 120 و 0 ۶ ۸-1 أي‎ o'-120 : كان‎ le 
.0, 2-1 : ومنه‎ 
2+1 2 1 
f(x)- - 


X = 
-3 3 3 


lim f (x) = lim Zx =- 


lim f (x) = lim Zx 8 


x—> +0 


iuf) Em CER "0-1 a+l 


mcm 
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3 ثاذ تجريبية و ریاضیات — الریاضیات الارسال 1 
D, =0 - {1}‏ أي : U [1 ; +f‏ 1 و مهم[ = D,‏ 

2- دراسة الاستمرارية عند 1- : 

x +1 _ (α +1( œ -x +1) _ 


lim f (x) = lim li 
lim f ( ) x—-1 x + 1 x—-1 x + 1 


وعلیه : . dimf(x)-f(-l)‏ ومنه [مستمرة عند 1- . 
[E‏ 
- دراسة الاستمرارية على ] للدالة f‏ : 

. مستمرة لأنها دالة ناطقة‎ f الدالة‎ : x e [1 : +0] من أجل‎ o 

« من أجل ]1 و x e]-oo‏ : الدالة f‏ مستمرة لأنها Alla‏ كثيرة حدود . 


3 


P (1) 
1( =  : مله‎ 1} = 
۸ " و‎ 
l 206 E 
ات‎ x!'«1 2 
lim f (x) - lim 1 0 


x91 x41 
.1 غير مستمرة عند 1 لأنها لا تقبل نهاية عند‎ f إذن‎ 
13 التمرين‎ 


تعیین Ὁ‏ بحيث تكون f‏ مستمرة عند 0 : 


لدينا : 1« f(0)-42(0y‏ ومنه : 1= (0) 


αχ + b 
" 0 b 
cde rua" 
lim f (x) = lim ۱/22 +1 =1 
x0 x0 
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3 16 تجريبية و ریاضیات الریاضیات الارسال 1 
حتی تكون f‏ مستمرة عند 0 يجب أن یکون : 
5-1 ومنه 4 - 9 
التمرين 14 
تعيين عدد حلول المعادلة : 0= f(x)‏ 
1 في المجال : ]3- : مه-[ لدينا : f‏ مستمرة و متزايدة تماما 
و لدینا : 1=  )-3(‏ و lim f (x) Ἔ-ο‏ 
ومنه للمعادلة 0 = f(x)‏ حل وحید في المجال ]3- : 0-[. 
2( في المجال ]2- : 3-] : الدالة [مستمرة و متناقصة تماما 
f(-3) =1 uus‏ و 2-3 (2-)7 ومنه حسب نظرية القیم 
المتوسطة للمعادلة 0 = f(x)‏ حل وحيد في المجال [2 : 3-[ . 
3( في المجال ]3 : 2-] : الدالة /مستمرة و متزايدة تماما 
ولدینا : 3- - (2-)/ و 4= (3)/ ومنه حسب نظرية القيم 
المتوسطة للمعادلة 0 = f(x)‏ حل وحيد في المجال ]3 : 2-[ . 
ويالتالي : عدد حلول المعادلة 0 2 f(x)‏ على D]‏ هي ثلاث حلول. 
التمرين 15 
1( مجموعة التعريف : 1= ,1 


2( دراسة الاستمرارية علی D,‏ : 
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3 ثاذ تجريبية و ریاضیات — الریاضیات الارسال 1 


ΠΟΡΟ : ۲ < 1 
πο =x- = ;x<1 : لدینا‎ 
/( =2 
f(x) =x +1;x >1 
f(x) =x -1;x <1 : ومنه‎ 
f(1) =2 


ο‏ الدالة f‏ مستمرة على المجال ]00+ : 1[ لأنها دالة كثيرة الحدود 

. مستمرة على ]1 : ه-[ لأنها دالة كثيرة حدود‎ f الدالة‎ e 

lim f (x) = lim (x -1)=0 ° 

lim f (x) = lim x 1-2 
MH iu 

. D, غير مستمرة على‎ f غير مستمرة عند 1 وبالتالي‎ f Aia, 

التمرين16| 

تعيين عدد حلول المعادلة 2= f (x)‏ 

1( في المجال ]0 : -[ : الدالة أ مستمرة و متزايدة تماما و تأخذ 
قیمها في المجال ]4 : 4-[ و بما أن ]4 :14 ع 2 فان للمعادلة 
f(x)-2‏ حل وحید حسب نظرية القیم المتوسطة . 

2( في المجال ]+ : 0[ : الدالة f‏ مستمرة و متناقصة تماما و تأخذ 
قیمها في المجال [4 : 2-] و بما أن ]4 : 221-2 فان للمعادلة 

f(x) =2‏ حل وحید حسب نظرية القيم المتوسطة. 
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3 ثاذ تجريبية و ریاضیات الریاضیات الارسال 1 
οὐ‏ للمعادلة 2= ()/ حلين في -Π‏ 


التمرين 17 


إنشاء بيان الدا 


لة Alb f‏ بيانية 


هنا 


f‏ بآلة 


Y=-.0383488‏ انددع اس 


"aru 


المعادلة 0= f(x)‏ تقبل حلا وحیدا محصور في ]1,79 : 1,78[ . 
التمرين 18 


إثبات أن المعادلة : 0= -cosx‏ 2 تقبل على الأقل حلا في المجال 


e‏ الدالة ‏ هي مجموع دالتين و منه فهي مستمرة على 0 لأن الدالتين 
π π «3 π 2π π‏ 
— - — =| — عليه : -—2[— 

16 3-3 we 16 6 M 
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3 تاذ تجريبية و رياضيات الرياضيات الارسال 1 


{1}»9 : وعلیه‎ {1}-5555 : ὁ) 


6 
/(0) Ξ-Ι : وعلیه‎ f(0)-2(0)-cos0 9 


16 ,۶)0( >0 : οὐ 
حل على الأقل في‎ f(x) =0 وحسب نظرية القيم المتوسطة للمعادلة‎ 
π 
. 10; οφ 
DE 
|19 التمرين‎ 


1- دراسة الاستمرارية عند 0 : 


2x sin Č σος E 
2 2 


: . x sinx 1 
lim f (x) = lim 1 = lim 
x0 x0 - COSX x0 : X 
1-|1-2sin?— 
2 
NE. Xx Xx 
2x sin— cos — Xx o 
= lim = lim 
x0 ΜΉΝ X x20 . X 
Asin — sin — 
2 2 
x Xx 
cos — σος 7 
- lim Ξ lim 
x20 X x20 ۰. X 
sin — sin — 
2 2 
x 
x 2 ΓΝ 
2 
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. 0 مستمرة عند‎ f وعلیه‎ lim f (x) =f (0) οὐ 
: D, دراسة الاستمرارية علی‎ -2 

X nx 

f(x) 1 1 - cosx 
مستمرة على ][ لأنها جداء دالتین‎ x جم‎ x sinx ولدینا:‎ 
. ][ مستمرتین على‎ 
ولدينا : 1-602 جم × مستمرة على ][ لأنها مجموع دالتین‎ 
. ][ مستمرتین على‎ 
هي حاصل قسمة دالتين مستمرتين على ][ فهي مستمرة‎ f^ إذن الدالة‎ 
. D, مستمرة على‎ f ومنه الدالة‎ E ID z على‎ 
20 التمرين‎ 
τα البرهان على وجود‎ -1 
]0 : 1] على المجال‎ g(x) 2f (x) -x : كمايلي‎ g نعرف الدالة‎ 
الدال ع مستمرة على [1 : 0] لأنها مجموع دالتان مستمرتان على‎ e 
.]0 ; 1] 
ε() -/)01( -1 و‎ g(0) -/(0) των» 
0 > f(x) تنتمي إلى المجال ]0:1[ فان : 1 ك‎ f(x) بما أن‎ 
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3 16 تجريبية و ریاضیات الریاضیات الارسال 1 
أي أن : 1 > (0)/ > 0 و عليه 1 > (0)ع > 0 
g(0) < 0 o‏ 
aus‏ 1 < (1)/ > 0 وعلیه 0 > 1 - )1( f‏ > 1- 
g(1) > 0 οὗ‏ ومنه : 0 > g(0).g(1)‏ 
وحسب نظرية القیم المتوسطة یوجد على الأقل عدد ,0 من المجال 
]011[ بحیث 0 - s(a)‏ 
أي 0= Γ(α) -α‏ و عليه : Ξα‏ (») 1 
2- التفسیر الهندسي للنتيجة : 
العدد οἱ‏ هو حل للمعادلة دح f(x)‏ ومنه التمثيل البياني للدالة 
f‏ يتقاطع مع المنصف الأول : ×= y‏ في نقطة فاصلتها a‏ . 
3- لندرس صحة النتائج السابقة في المجال [a : b]‏ 
لتكن Anat‏ ع حيث : g(x) 2f (x) -x‏ . 
e‏ الدالة ع مستمرة على [a : b]‏ لأنها مجموع دالتان مستمرتان على 
[a ; b]‏ 
g(a)=f(a)-a *‏ و g(b) -/(b)-b‏ 
لدینا a <f(x) <b:‏ وعلیه : a > f(a) € b‏ 
ومنه : f(a) - 2 > b-a‏ > 0 ويالتالي : 0 < f(a)-a‏ 
أي أن : 0 < g(a)‏ 
f(b) < b : as,‏ > 2 وعلیه : 0 < g(b)‏ 
2g(a).g(b) > 0 : οὐ‏ 
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3 ثاذ تجريبية و ریاضیات ‏ الرياضيات الارسال 1 
ومنه حسب نظرية القيم المتوسطة يوجد على الأقل عدد 0 من المجال 
[a;b]‏ 
بحیث f(a)-a=0‏ وعلیه f(a)2a‏ 
وعلیه (C,)‏ یتقاطع مع المنصف الأول في نقطة فاصلتها a‏ . 
إذن تبقی النتانج السابقة صحيحة 
πα‏ 
1( حل المعادلة : 0= 36 + -13x‏ ”× 
A =5‏ و منه للمعادلة حلین : 
13-5 _ 


- 4 


13 + 5 
x,- 7 
x* -13χ᾽ + 36 = 0 : حل المعادلة‎ 2 


بوضع 7= ”× نجد : 36<0 + 132 - ”7 


—-9 5 x, 


x'z9 و‎ x =4 ومنه:‎ z,-29 4 = z الحلین‎ 
«۶ < 1/0 أو‎ x34 : وعلیه‎ 

x^ - 13x" + 36 - 0 : حل المعادلة‎ (3 

بوضع ai ×" ΞΥγ‏ : 36-50{ 137 - ”ر 

الحلین : 4= ,۲ و 29 ,۷ 


نعتبر دالة كثيرة حدود من الدرجة η‏ ودرجته فردية 
f (x) = a,x” +a x" +... ۵ +a,‏ 
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3 ثاذ تجريبية و ریاضیات ^^ الریاضیات الارسال 1 
حيث 0 € a,‏ و n‏ عدد فردي نفرض 0 < a,‏ 

. O مستمرة على‎ f الدالة‎ e 

Ub c οσα 

ον οσα 

وعليه حسب نظرية القیم المتوسطة للمعادلة 0 - f(x)‏ حل على الأقل 
في ] . 

أي أن f (x)‏ ينعدم مرة واحدة على الأقل. 
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